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A simple proof of determining the stable reduction of the Fermat curve of prime
degree p at the primes lying over p is given. The proof is based on the desingulariza-
tion theory of excellent surfaces due to Hironaka and on the explicit description of
an appropriate uniformiser of the local fields which are wildly ramified over Qp .
 1997 Academic Press
1. EINLEITUNG
In [5] habe ich die stabile Reduktion der Fermatkurve vom Prim-
zahlgrad p u ber einem Zahlko rper modulo einer Primstelle p u ber p
bestimmt. Ku rzlich hat van Beele in seiner Dissertation [1] darauf auf-
merksam gemacht, da? der Beweis in [5] nicht vollsta ndig ist und einen
anderen Beweis dieser Aussage gegeben, der auf der von Coleman und
McCallum [2] bestimmten stabilen Reduktion der Quotientenkurven der
Fermatkurve beruht. In der vorliegenden Arbeit wird eine einfachere
Konstruktion des stabilen Modells der Fermatkurve modulo p dargestellt,
und zwar mit Hilfe der Desingularisierungstheorie der exzellenten Fla chen
nach Hironaka [3]. Die Anwendbarkeit dieser Methode ist nicht auf die
Fermatkurve vom Primzahlgrad beschra nkt. In einer spa teren Arbeit
mo chte ich damit die stabile Reduktion der Fermatkurve von beliebigem
Grad berechnen.
Wir gehen von der Gleichung
x p+ y p=1 (1)
article no. NT972152
305
0022-314X97 25.00
Copyright  1997 by Academic Press
All rights of reproduction in any form reserved.
File: 641J 215202 . By:XX . Date:09:07:01 . Time:07:56 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2557 Signs: 1896 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
aus, wo p eine ungerade Primzahl ist. Nach [2] und [5] hat die Fer-
matkurve, die durch (1) definiert wird, u ber dem Zahlko rper K=
Q(- 1&‘, p- ;1, ..., p- ;p&2) (siehe Section 2) stabile Reduktion.
Die Gleichung (1) stellt durch schematische Abschlie?ung in der pro-
jektiven Ebene P2R eine zweidimensionale Hyperfla che F dar, deren Koor-
dinaten in der Hauptordnung R von K liegen. F ist eine exzellente Fla che
im Sinne von Hironaka [3], die nach endlich vielen zula ssigen monoidalen
Transformationen von P2R zu einem singularita tenfreien Schema F $ trans-
formiert werden kann. Gegebenenfalls nach Zusammenblasen der exzep-
tionellen rationalen Kurven auf den Fasern erha lt man eine minimale
Fla che F" u ber Spec R. In Section 3 beweise ich den
Satz (Hauptsatz in [5]). U ber Spec R ist die spezielle Faser u ber p des
minimalen Modells F" eine Konfiguration von Kurven wie in Abbildung 1
angegeben. Jede Kurve C: ist eine glatte Artin-Schreiersche hyperelliptische
Kurve vom Geschlecht ( p&2)2, und die Komponente E bezeichnet eine
glatte rationale Kurve mit der angegebenen Selbstschnittzahl.
Zum Beweis des Satzes geben wir in Section 2 eine explizite Beschreibung
einer geeigneten Ortsuniformisierenden zur wild verzweigten Primstelle
u ber p, die in dieser Arbeit beno tigt wird und eine zentrale Rolle bei der
Auflo sung der wilden Singularita ten spielt.
Die Singularita ten der Fla che, die wir betrachten, sind von eigenem
Interesse: Bei der Auflo sung dieser Singularita ten tritt ein isolierter Dop-
pelpunkt auf, dessen exzeptionelle Menge nach Desingularisierung eine
glatte Artin-Schreiersche hyperelliptische Kurve als Komponente entha lt.
Herrn Dr. J. van Beele danke ich fu r seine Interesse fu r meine Arbeit,
Herrn Prof. W. K. Seiler fu r seine wertvolle Ratschla ge und Herrn Prof. H.
Popp danke ich vor allem fu r seinen Hinweis auf die Arbeit von Viehweg
Abbildung 1
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[10] sehr herzlich. Aus dem Versuch, Viehwegs Ergebnisse auf den wild
verzweigten Fall zu verallgemeinern, entstand diese Arbeit. Mein Dank gilt
auch dem Referenten dieser Arbeit fu r viele nu tzliche Bemerkungen und
Verbesserungsvorschla ge.
2. DER KO RPER K=Q(- 1&‘, p- ;1, ..., p- ;p&2) UND
SEINE ORTSUNIFORMISIERENDEN
Es sei p eine ungerade Primzahl und ‘ eine p-te primitive Einheitswurzel
im algebraischen Abschlu? des Ko rpers Qp der p-adischen Zahlen. Fu r
eine ganze Zahl s zwischen 1 und p&2 sei ;s=ss(s+1)s+1 und #s=
(; ps &;s)p. Sei p eine Primstelle von K u ber p. Bei der Untersuchung der
Singularita ten der Fla che F u ber p ko nnen wir wegen der Exzellentheit des
Ringes R der ganzen Zahlen von K den Ko rper K durch seine Komplet-
tierung K =Qp(- 1&‘, p- ;1, ..., p- ;p&2) an der Primstelle p ersetzen.
Wir betrachten das homogene Polynom
,(X, Y )=
1
p
[(X+Y ) p&X p&Y p],
das ganze Koeffizienten besitzt. Aus der Definition folgt sofort die Identita t
,(X+Y, Z)=,(X, Y+Z)+,(Y, Z)&,(X, Y ). Dieses Polynom bestimmt
die Singularita ten der Fla che und spielt bei der Untersuchung der
Singularita ten eine wichtige Rolle. ,(X, 1) wird kurz mit ,(X ) bezeichnet.
Lemma 1. Die p-adische ganze Zahl ;s hat eine p-te Wurzel in Qp dann
und nur dann, wenn #s #0 mod p ist. Diese Bedingung ist a quivalent zu
,(s)#0 mod p.
Beweis. Es ist ; p&1s =1+ p
2=s mit =s # Zp . Aus der Excersise 18 (S. 20
in [4]) besitzt ; p&1s eine p-te Wurzel in Qp . Die zweite Behauptung folgt
aus der Kongruenz (Seite 63 in McCallum [7], wo im Formel anstelle von
s(s+1) ss(s+1)s+1 gesetzt werden mu? ):
&;s,(s)##s mod p. Q.E.D.
Fu r die Ableitung von ,(X ) nach X gilt
,$(X )#&‘ (X&: ) mod p,
wobei : genau einmal durch die Menge Fp&[0, &1] la uft, wo Fp=ZpZ
der Restklassenko rper von Qp ist. Nach dem Henselschen Lemma (vgl.
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etwa, Theorem 44.4 in Nagata [8]) ko nnen wir jedes : zu einer ganzen
p-adischen Zahl : so hochheben, da? ,$(:)=0 gilt.
Im Fall : #s mod p ersetzen wir s durch : und schreiben ;: statt ;s und
#: statt #s . Da ,(:)#,(s) mod p ist fu r :#s mod p, haben wir die folgende
Definition. : hei?t zahm, wenn ,(:)#0 mod p ist. : hei?t wild, wenn
,(:)0 mod p ist.
Lemma 2 (Lemma 9 in [8]). Die Anzahl w der wilden : ist mindestens
2, wenn p>3 ist.
Beweis. Da ,$(X )#0 mod p nur einfache Wurzeln hat, hat ,(X )#0
mod p ho chstens Doppelwurzeln. Diese Doppelwurzeln liegen in
Fp&[0, &1]. w ist gleich der Anzahl der : in Fp&[0, &1] fu r ,(:)0
mod p. Ga be es mehr als p&3 Doppelwurzeln, die weder 0 noch &1 noch
ein wildes : sind, so mu ?te der Grad von ,(X ) gro ?er gleich 2( p&3)+2
sein. Das ist aber unmo glich, wenn p>3 ist. Q.E.D.
Wenn wir die Singularita ten aufblasen wollen, beno tigen wir explizit
angegebene Koordinaten der singula ren Punkte. Dazu zeigen wir
Lemma 3. Fu r wildes : wird {=; ( p&1)p: &1 eine Ortsuniformisierende
des lokalen Ko rpers Qp( p- ;:) u ber Qp .
Beweis. Da der Ko rper Qp( p- ;:) ein Eisensteinscher Erweiterungs-
ko rper von Qp ist, wird seine Ortsuniformisierende durch eine Eisen-
steinsche Gleichung gegeben. Aus ,$(:)=0 folgt ,(:)=(: p&1&1)p. Da
#: #&;: ,(:) mod p ist, haben wir
; p&1: &1
p
=&
: p&1&1
p
& p$,
fu r ein $ # Zp . Daraus folgt
{ p=; p&1: &1+ p,(;
( p&1)p
: , &1)
=&p,(:)& p2$& p,({).
Da ,({)={ p&1+ } } } +{ ist und ,(:)0 mod p fu r wildes : ist, wird die
Gleichung
{ p+ p,({)+ p[,(:)+ p$]=0 (2)
Eisensteinsch in Bezug auf {. Q.E.D.
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Lemma 4. K =Qp(- ?, p- ;:) fu r ein wildes :.
Beweis. Aus dem Lemma 1 wird K durch die p- ;: fu r wilde : erzeugt.
Seien :1 und :2 wild. Es gibt ganze Zahlen ai mit 1<ai< p, so da?
; p&1:i &1
p
#ai mod p
fu r i=1, 2. Daraus folgt
(; p&1:1 )
a2
(; p&1:2 )
a1
#1 mod p2.
Wie im Lemma 1 besitzt die Linke Seite der Kongruenz eine p-te Wurzel
in Qp . Q.E.D.
Anmerkung. Aus dem Lemma 2.6C von Williamson [11] folgt sofort,
da?
( p- b:&1&- ?)( p&1)2
- ? p&2
eine Ortsuniformisierende des lokalen Ko rpers Qp(- ?, p- ;:) fu r wildes :
ist, wo b:=; p&1: (1+- ? p) eine Einheit von Qp(- ?) ist.
3. AUFLO SUNG DER SINGULARITA TEN VON F
In diesem Abschnitt nehmen wir an, da? p>3 ist. Der Fall p=3 wird
am Ende diesen Abschnitts behandelt.
Sei t eine Ortsuniformisierende des lokalen Ko rpers K . Sei e der Grad
der Ko rpererweiterung K Qp . Nach Lemma 4 ist e=2( p&1) p. Es gibt
eine Einheit u von K , so da? ute= p gilt. Durch die Substitution x=x0+
y0+1, y=&y0 und durch Erweiterung des Koeffizientenbereichs in die
Hauptordnung O von K , la ?t sich die Gleichung (1) wie folgt schreiben:
f =x p0 +ut
e,(x0 , y0+1)+ute,( y0)=0. (3)
Die Fla che F, die durch (3) in der projektiven Ebene u ber Spec O definiert
ist, hat Singularita ten mit Vielfachheit p auf der Gerade t=x0=0.
Wenn wir F mit dem Zentrum t=x0=0 aufblasen, kann die Gleichung
der eigentlichen Transformation von F in derselben Gestalt wie in
Gleichung (3) beschrieben werden, wobei der Exponent e von t durch e& p
ersetzt wird. Wenn wir also das Aufblasen entlang der singula ren Geraden
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ep-mal wiederholen, d.h. die Substitution x0=xte$, y0= y mit e$=
ep durchfu hren, wird die eigentliche Transformierte von F durch die
Gleichung
x p+u,(xte$, y+1)+u,( y)=0 (4)
beschrieben, wobei der Einfachheit halber wieder die Koordinaten x, y, t
benutzt werden.
Die spezielle Faser C von (4) modulo t hat die Gleichung
x p+u,( y)=x p+u( y p&1+ } } } + y)#0 mod t. (5)
Das ist eine irreduzible Kurve, die u ber dem endlichen Ko rper Fp definiert
ist. C liegt auf der Fla che (4) mit der Multiplizita t eins. Die Ableitungen
dieser Gleichung nach x und y zeigen, da? C insgesamt p&2 singula re
Punkte P1 , ..., Pp&2 hat, die alle Spitzen sind. Auf der Ebene t=0 hat der
Punkt Ps die Koordinaten (x, y)=( p- &u ,(s ), s ), wobei s und u die
Restklassen bezeichnen. Da die Gleichung von C lokal um jede Spitze
x p+ y2=0 ist, ist der Betrag des singula ren Punktes Ps in der
Geschlechtsformel je ( p&1)2. Daher haben wir
g(C)=
( p&1)( p&2)
2
&( p&2)_
p&1
2
=0,
wobei g(C) das Geschlecht von C ist. Damit ist C eine rationale Kurve.
Siehe Abbildung 2.
Wie in Section 2 bezeichnen wir Ps als P: , wenn s#: mod p ist. Die
Fla che (4) ist also genau in den Punkten P: , :#1, ..., p&2 mod p,
singula r, weil um die anderen Punkte von (4) die Abbildung der Fla che
nach Spec O auf der Faser glatt ist und der glatte Ort der Faser regula r auf
der Fla che ist (vgl. etwa Matsumura [6]). Jetzt sind wir im Stande, den in
Hironaka [3] beschriebenen Algorithmus anzuwenden
Abbildung 2
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3.1. Der Fall ,(:)#0 mod p
Sei F (1) die Fla che, die durch (4) definiert ist. Durch die Substitution
x1=x, y1= y&: wird der Punkt P: durch t=x1= y1=0 gegeben. Da
,$(:)=0 ist, gibt es in Zp[Y] ein Polynom A(Y ) und ein Element B0 in
Zp , so da?
,(Y )=(Y&:)2A(Y )+ pB0
gilt, wobei A(:){0, weil A(:)#,"(:)2 mod p ist und die Multiplizita t der
Wurzel : in ,(X )#0 mod p genau zwei ist.
Da ,(X, Y )=X p&1Y+ } } } +XY p&1 ist, so sieht das zweite Glied der
Gleichung (4) wie folgt aus:
,(xte$, y+1)=xte$[( y+1) p&1+xte$=].
Dabei ist = ein Element von O[x, y]. In den Koordinaten (t, x1 , y1) la ?t
sich die Gleichung (4) wie folgt schreiben:
x p1 +ux1 t
e$[( y1+:+1) p&1+x1 te$=1]+uy21A1( y1)+u
2teB0=0, (6)
wobei A1(Y )=A(Y+:) ist. Da A1(0){0 mod t, ist der Punkt P: der
Fla che F (1) ein Doppelpunkt als Fla chensingularita t. Nach dem Hirona-
kaschen Verfahren [3] mu ssen wir zuna chst mit dem Zentrum P: den
Ambientenraum aufblasen. In den Koordinaten x1=x2 t, y1= y2 t wird
Gleichung (6) zu
t2[x p2 t
p&2+ux2 te$&1[( y2 t+:+1) p&1+x2 te$+1=2]
+uy22A1( y2 t)+u
2te&2B0]=0. (7)
Der erste Faktor t2=0 definiert den exzeptionellen Divisor der Aufblasung,
der zweite Faktor die eigentliche Transformation F (2) von F (1). Aus der
Gleichung (7) erkennen wir die Doppelgerade t= y2=0 auf F (2) als
Singularita t. Wir wa hlen als na chstes diese Gerade als Zentrum der Auf-
blasung und blasen sie ( p&3)2-mal auf. In den Endkoordinaten x2=x3 ,
y2= y3 t( p&3)2 erhalten wir die Gleichung der eigentlichen Transformation
F (3) von F (2) wie folgt:
x p3 t+ux3 t
e$& p+2[( y3t ( p&1)2+:+1) p&1+x3 te$+1=3]
+uy23A1( y3 t
( p&1)2)+u2te& p+1B0=0. (8)
F (3) hat zwar keine Doppelgerade mehr, aber einen isolierten Dop-
pelpunkt Q: : t=x3= y3=0, weil noch e$& p+2>0 ist. Von (8) modulo
t sehen wir, da? die exzeptionelle Kurve G der Abbildung von F (3) nach
F (1) die Vielfachheit 2 hat. Wenn wir F (3) mit dem Zentrum Q: aufblasen,
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wird die Gleichung der eigentlichen Transformierten von (8) in den Koor-
dinaten x3=x4 t, y3= y4 t zu
x p4 t
p&1+ux4 te$& p+1[( y4 t( p+1)2+:+1) p&1+x4te$+2=4]
+uy24A1( y4 t
( p+1)2)+u2te& p&1B0=0. (9)
Die Gleichung (9) stellt die eigentliche Transformation F (4) von F (3) dar.
F (4) hat die Doppelgerade t= y4=0 als Singularita t. Wenn wir F (4)
entlang dieser Geraden ( p&1)2-mal aufblasen, so hat in den Endkoor-
dinaten y4= y5 t( p&1)2, x4=x5 die eigentliche Transformation F (5) von
F (4) die Gleichung
x p5 +ux5 t
e$&2p+2[( y5 t p+:+1) p&1+x5 te$+2=5]
+uy25A1( y5t
p)+u2te&2pB0=0. (10)
Da e$&2p+2=0 ist, besitzt die linke Seite der Gleichung (10) einen
linearen Term in x5 und wird daher ein Teil eines regula ren Parametersystems
des Ambientenraumes. Daraus folgt, da? F (5) singularita tenfrei ist.
Wir machen hier darauf aufmerksam, da? x1=x5 t2 und y1= y5 t p ist.
Aus (10) sehen wir, da? die Reduktion von F (5) mod t eine glatte Artin-
Schreiersche hyperelliptische Kurve C: ist. Ihre Gleichung ist
x p5 +u x5(: +1)
p&1+u y25A1(0)#x p5 +u x5+u
,"(: )
2
y25
#0 mod t.
Abbildung 3 veraunschaulicht diese Kette von Aufblasungen. Die in
Abbildung 3 eingezeichneten Kurven sind die exzeptionellen Kurven mit
Abb. 3. Die Kette der Aufblasungen.
312 HIRONOBU MAEDA
File: 641J 215209 . By:DS . Date:14:07:01 . Time:05:20 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2721 Signs: 1487 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
der angegebenen Vielfachheit bei der Auflo sung, die spezielle Faser in einer
Umgebung von P: und ihre Transformierten.
Die exzeptionelle Kurve G$ mit der Vielfachheit zwei bei der Auflo sung
von P: hat die Selbstschnittzahl &1. Bla ?t man diese &1-Kurve zusam-
men, erha lt man eine minimale Auflo sung von P: . Siehe Abbildung 4.
3.2. Der Fall ,(:)0 mod p.
Da ,$(:)=0 ist, gibt es in Zp[Y] ein Polynom A2(Y ), so da?
,(Y+:)=,(:)+Y 2A2(Y )
gilt. Dabei ist A2(0){0, weil A2(0)#,"(:)2 mod p ist und : keine Dop-
pelwurzel von ,$(X )#0 mod p ist. Die Koordinaten des Punktes P: auf
der Ebene t=0 sind in diesem Fall (x, y)=( p- &u ,(: ), : ). Wir wa hlen
eine Hochhebung der x-Koordinate von P: als
x=*=
{
te$
,
wobei {=; ( p&1)p: &1 ist (siehe Lemma 3). Da {=*t
e$ die Eisensteinsche
Gleichung in Lemma 3 erfu llt, haben wir eine Kongruenz:
* pt pe$+ p,(*te$)+ p,(:)#0 mod t2e,
und folglich
* p+u,(*te$)+u,(:)#0 mod te. (11)
Nach der Substitution x1=x&*, y1= y&: wird der singula re Punkt P:
durch t=x1= y1=0 definiert. Wegen der Eigenschaften des Polynoms
,(X, Y ) wird die Gleichung (4) zu
x p1 +u,(x1 t
e$, y1+:+1+*te$)+u,(*te$, y1+:+1)
+* p+u,(:)+uy21A2( y1)=0. (12)
Wenn wir nach demselben Verfahren wie im Fall 3.1 die Fla che auf-
blasen, erhalten wir am Ende in den Koordinaten x1=x$t2, y1= y$t p eine
Gleichung fu r die totale Transformierte von F (1) wie folgt:
x$ pt2p+u,(x$te$+2, y$t p+:+1+*te$)+uy$2t2pA2( y$t p)
+u,(*te$, y$t p+:+1)+* p+u,(:)=0. (13)
Von (11) haben wir:
*p+u,(:)=&u,(*te$)&te$=&u[*te$+*2t2e$’]&te$
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Abbildung 4
mit Elemente $ und ’ aus O. Ferner gilt:
,(*te$, y$t p+:+1)=*te$( y$t p+:+1) p&1+*2t2e$|
mit | aus O[ y$].
Da (:+1) p&1&1=ute,(:) ist, ko nnen die letzten drei Glieder von (13)
wie folgt geschrieben werden:
u,(*te$, y$t p+:+1)+* p+u,(:)
=u*te$( y$t p+:+1) p&1+u*2t2e$|&u[*te$+*2t2e$’]&te$
=u*te$[( y$t p+:+1) p&1&1]+u*2t2e$(|&’)&te$
=u*te$[ y$t p%+(:+1) p&1&1]+u*2t2e$(|&’)&te$
=u*te$[ y$t p%+ute,(:)]+u*2t2e$(|&’)&te$
mit % aus O[ y$].
Da e$+2=2p, e$+ p>2p und 2e$>2p sind, ko nnen wir in (13) den
Faktor t2p weglassen. Dann ergibt sich als Gleichung fu r die eigentliche
Transformierte F $ von F (1):
x$ p+ut&2p,(x$te$+2, y$t p+:+1+*te$)+uy$2A2( y$t p)+u*y$te$& p%
+u2*te$+e&2p,(:)+u*2t2e$&2p(|&’)&te&2p$
Da das zweite Glied in (14) einen linearen Term in x$ entha lt, ist F $ wie
im Fall 3.1 singularita tenfrei.
Die Reduktion von (14) modulo t ist eine glatte Artin-Schreiersche
hyperelliptische Kurve, die durch die Gleichung
x$ p+u x$+u
,"(: )
2
y$2#0 mod t
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Abbildung 5
beschrieben wird. Die Auflo sung von P: sieht auch wieder wie in
Abbildung 4 beschrieben aus.
3.3. Der Fall p=3
In diesem Fall ist ausnahmsweise w=1. Es gibt na mlich ein wildes : mit
:#1 mod p. Dementsprechend hat die Fla che (4) einen wilden singula ren
Punkt, der nach eine Kette von Aufblasungen entsprechend Abbildung 3
aufgelo st werden kann. Nach dem Zusammenblasen der exzeptionellen
Kurven wie in Abbildung 5 hat die Fermatkurve vom Grad 3 u ber dem
Ko rper Q(- 1&‘, 3- 4) u berall gute Reduktion.
Anmerkung. Die stabile Reduktion der Fermatkurve von Grad 3 kann
ohne der Desingularisierung direkt bestimmt werden. Siehe Abschnitt 2
in [5].
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